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Resumen 
En este artículo proponemos un método centrado en los modelos complejo para integrar los 
procesos resilientes y adaptativos frente al reto de la sostenibilidad ambiental, J. Holland 
(2004). En particular los procesos emergentes de la variabilidad climática que conducen 
sistemas autoorganizadas con funciones cruzadas en ciclos adaptativos: exploración, 
conservación, liberación y reorganización. Corresponden modelo de C. Holling (2011) 
sobre ciclos que refleja los cambios súbitos en el proceso de adaptación climática. 

Palabras clave: Sostenibilidad y vulnerabilidad  ambiental, procesos resilientes, procesos 
adaptativos, adaptación climática.

AbstRAct 
In this article, we propose a method focused on complex models to integrate resilient 
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and adaptive processes in response to the challenge of environmental sustainability (J. 
Holland, 2004). Specifically, we address the emerging processes of climate variability that 
lead to self-organized systems with cross-functional roles in adaptive cycles: exploration, 
conservation, release, and reorganization. These align with C. Holling’s (2011) model of 
cycles, which reflects sudden changes in the process of climate adaptation.

Keywords: Environmental sustainability and vulnerability, resilient processes, adaptive 
processes, climate adaptation.

1. pEnsaMiEnto rEsiliEntE

C. Holling (2011) ilustra en la figura 1 la complejidad del modelamiento de la sostenibilidad 
ambiental mediante procesos resilientes y adaptativos, G. Gallopín (2006). Proceso  que  
J. Holland (2004) describe a través de cuatro  propiedades básicas para estos sistemas 
adaptativos complejos: agrupación, no linealidad, diversidad y flujo, de las  que  surgen 
propiedades emergentes  que se autoorganizan  con funciones cruzadas en ciclos de 
exploración, conservación, liberación y reorganización, como  ilustra en  la  siguiente 
figura 1, en la cual el eje y  está  la cantidad de capital  acumulado  en  términos  nutrientes 
y carbono y  en el eje x el grado de conexión entre las variables hacia un sistema más 
organizado.

 Figura 1. sistEMa soCio-ECológiCo dEl CiClo adaptativo dE un ECosistEMa y su Flujo, holling C. 
(2011)
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2. vulnErabilidad aMbiEntal
La vulnerabilidad ambiental depende del incremento del CO2 en la atmosfera, consumo del 
agua y crecimiento de población. En este contexto el conflicto de servicios ecosistémicos y 
los intereses de los muchos agentes económicos AE y ecológicos AE ⊏ ), quienes interactúan 
básicamente con el siguiente cambio de variable,

para evaluar la resiliencia en Agricultura, Infraestructura, Planificación, Salud.

En ecosistemas a través del mercado del carbono, eficiencia energética, planificación y 
buen uso del suelo, se estima el índice de impacto I, donde I=B-∑⟨H,V⟩ -⊏-M, donde B son 
los beneficios, H azar, V vulnerabilidad, ⊏ adaptación y M mitigación, ver Alexander,E.R , 
Geographic information systems, klawer Acad. Press 1995.

3. rEsilEnCia  linEal
La medida de la resiliencia más utilizada y fácilmente calculado se basa en los valores 
propios en la cuenca de atracción de un sistema lineal en torno de un equilibrio 
de    y   en  el  siguiente  sistema 
bidimensional,

Con solución única  . Cuando los valores propios de A son todos negativos 
entonces  y la solución de equilibrio x*=0 es asintóticamente estable, por ello 
para casi todas las condiciones iniciales se tiene

donde λ1(A) es el valor propio de A con la parte real más grande y w1 es el vector propio 
correspondiente. Por lo tanto, x es aproximadamente proporcional a w1 y decae tanto 
como -λ1(A)t para t grande, y la magnitud de x disminuye por el factor  en un intervalo de 
tiempo de longitud 

La resilencia inicial es la razón de retorno al equilibrio para matriz diagonal es Arnoldi, 
Loreau y Haegeman (2016), , para el caso no diagonal es 

 , se  define  reactividad  como  el opuesta de R0.
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La resiliencia asintótica relacionada con el tamaño de la cuenca de atracción se define 
como, 

La sensibilidad de la resiliencia se debe a las afectaciones súbitas  en el ecosistema, Rafikul, 
A (2016), con valores propios v1 y w1 de A se calcula:

Que es un punto de inflexión entre el espacio de operaciones seguras y el espacio de 
cambios críticos.

La variabilidad determinística está asociada a  cuya solución 
es . Si en lugar de única afectación es remplazada por 
perturbaciones ambientales persistentes la ecuación diferencial es estocástica, 

 es ruido blanco con estado estacionario x*. El 
correspondiente modelo estocástico lineal es dx=Axdt+Tdw(t), con w(t) un movimiento 
browiano en función de x*.

El exponente de Lyapunov expresado con la norma de Frobenius  es

y la invariabilidad es , donde vs es el mayor valor estacionario de la matriz 
de covarianza  Σ=TT^T y operador , o sea 

, resuelta de covarianza estacionaria  .

4. rEsiliEnCia no linEal
La detección del umbral resiliente se visualiza como puntos de bifurcación de tipo 
catástrofes o histéresis, los seres vivos en su estructura diversa se desarrollan lejos 
del equilibrio y corresponden a fenómenos fuertemente invertibles y disipativos que 
intercambian energía y materia con su entorno; estos sistemas lejos del equilibrio son 
autoorganizados y son tan complejos como el fenómeno de histéresis del oscilador Van der 
Pol, Bar-Yum (1997),
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que según Benitez y Bolos (2009) es equivalente al sistema

y por la trasformada de Lienard se obtiene

del primer sistema y bajo incertidumbres este sistema estocástico, Njoseh y Mamadu(2016) 
es:

donde φ(t)  intensidad del ruido blanco

5. proCEsos adaptativos
Los modelos resilientes no lineales básicamente estudian la adaptación a través de las 
isoclínas del siguiente modelo tridimensional de Lotka-Volterra del tipo Holling, para una 
cadena alimenticia en el caso de no superar el umbral de Hopf, Muratoni S. and Sergio 
Rinaldi (1989).

En el caso del lado derecho de la siguiente modelo y  figura 2, Zeeman M.L.(1990), se ilustra  
el  paso a través del fenómeno de histéresis catastrófica
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Figura 2. biFurCaCión dE hopF En EspaCio x, y Contra b_1 En la variablE x, zEEMan M.l.(1990)

Este modelo que permite construir versión estocástica por la interacción sostenible entre 
s agentes, biodiversidad ecosistémica, tales que,

donde N es el tamaño de la población N, donde  es el tamaño de la población de la especie 
i en el tiempo t y  es la interacción entre ellas, resulta el siguiente modelo de evolución 
en diferencias finitas a partir de la tasa de crecimiento 

que según la ley de los grandes números es el proceso estocástico discreto siguiente:

Con modelo continuo expresado en términos de fluctuaciones de Langevin como

donde ξij es gaussiano de Wiener,
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Modelo que deriva la siguiente ecuación de evolución probabilística Fokker-Planck-
Kolmogorov para la función potencial fi,

el coeficiente de dispersión es , también

Cuando  se obtienen la siguiente distribución de probabilidades cuando :

La tragedia de los bienes comunes

El extractor individualmente tiende a extraer el máximo de recursos y todos pensando lo 
mismo ocasionarán la crisis de la “tragedia de los comunes”, Weitz, Joshua S. 2016:

Correspondiente al siguiente modelo estocástico, J.M. Conrad y Smith (1999)
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Donde X_t es la población o biomasa,  es la función de producción 
que corresponde a la cosecha,  es la función de costos en término del esfuerzo 

  es el  escape  con distribución  y beneficio 
.

En Flores-Bazan, Anaya y Tammer (2022), se establece que si  es la probabilidad del 
escenario s y conociendo la optimización de demanda de recursos naturales en 
término de las reservas de energía , la oferta en escenario s resulta el siguiente 
problema de optimización robusto:

Para  la aptitud de un ecosistema resulta apropiada de probabilidades optima de Pareto, 
Newman, E.J. 2004:

Para  esta clase de problemas también es útil  el  método de optimización  de  máxima 
entropía para estimación de parámetros y validación de modelos de acuerdo al siguiente 
proceso de control, Oliva 2003  y  Eysenbach B. and Levine S. 2004:
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Donde   son los datos de la serie,  es la salida del sistema real,   son las variables 
de estados,  son las variables de control , f es una función de ajuste mínimo cuadrados 
y peso relativo de cada serie   y con la hipótesis de estimación de parámetros 
observable; la calibración es explicita mediante optimizando de la información con 
máxima probabilidad del método de Monte Carlo.

6. ConClusión
Relacionamos modelos matemáticos básicos sobre la sostenibilidad de sistemas 
ambientales para aproximarnos cualitativamente la capacidad de resiliencia y adaptación 
de los agentes que intervienen y en los cuales existe un nivel de umbral que se interpreta 
como parámetro de sostenibilidad. Metodológicamente estudiamos la evolución de los 
sistemas que aproximan al fenómeno, primero como sistemas internos que son lineales y 
luego considerando las interacciones ambientales con el entorno, con modelos no lineales 
con diversos agentes y son expresión de la biodiversidad, estos también tienen versión 
estocástica. Dada la limitación de recursos para la sobrevivencia, es necesario optimizar 
procesos que correspondan a la Bioeconomía, entre ellos los que favorezca la cooperación 
como es el caso el modelo de las tragedias de los comunes.
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